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Re´sume´ :
Nous de´veloppons un outil pour mode´liser et analyser les re´sultats de mesure issus d’expe´riences
de RMN sur le transport dans un milieu poreux en re´gime insature´ au sein desquels des effets de
me´moire sont observe´s. Ces effets de me´moire sont modelise´s par des marches ale´atoires subordonne´es
en temps, dont la limite macroscopique donne le mode`le MIM fractal. Or, la ve´locime´trie par RMN
permet de mesurer une fonctionnelle qui re´sume les propriete´s statistiques des de´placements des par-
ticules de fluide. Compte tenu du caracte`re non-markovien des effets de me´moire, les outils d’analyse
classiquement utilise´s sont insuffisants. Nous proposons une me´thode pour les adapter aux effets de
me´moire.
Abstract :
We develop a tool to model and analyze the NMR measurements of mass transport in non-saturated
porous media where memory effects are observed. These memory effects are modeled using time subor-
dinated random walks whose hydrodynamic limit is the fractal MIM. However, NMR velocimetry can
measure the characteristic function of fluid displacements. Since memory effects imply non-markovian
processes, the classical tools, commonly used by NMR need being adapted, which is the subject of this
work.
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1 Introduction
Les processus de dispersion des solute´s et des particules de fluide elles meˆmes, en milieu poreux,
peuvent ne pas suivre les lois habituelles de la diffusion, en particulier en re´gime insature´. Dans ce
cas, diverses observations en milieux naturels et en laboratoire montrent, pour la concentration en
solute´, des courbes d’e´lution caracte´rise´es par une rapide monte´e et une longue traˆıne´e [1][2]. Les
longues traˆıne´es caracte´ristiques du comportement aux grands temps de ces courbes suivent des lois
de de´croissance en puissance du temps qui traduisent une certaine propension du milieu a` retenir anor-
malement longtemps une fraction du solute´ et du fluide lui meˆme. Une telle caracte´ristique constitue
un effet de me´moire qui sort du cadre des mode`les classiques de la diffusion, base´s sur des proprie´te´s
markoviennes a` petite e´chelle. Diffe´rents mode`les ont e´te´ mis en oeuvre pour interpre´ter et pre´voir
ces effets de me´moire dans les milieux poreux insature´s. En particulier, l’introduction de la notion de
phases mobile et immobile (mode`le MIM) dans la repre´sentation du fluide a permis d’inclure les effets
des zones de stagnation dans les milieux poreux. Ne´anmoins, dans sa version initiale, le mode`le MIM
implique que les mouvements de fluide a` petite e´chelle correspondent a` un processus markovien. Il
n’est donc pas adapte´ aux traitements d’e´ventuels effets de me´moire.
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Notre travail est e´troitement associe´ a` une version fractale du mode`le MIM qui constitue une ge´ne´ralisation
du mode`le MIM initial dans un cadre non-markovien. Le mode`le MIM fractal permet de reproduire
les effets de me´moire qui peuvent eˆtre importants pour les milieux poreux en re´gime insature´. A petite
e´chelle, ce mode`le est base´ sur une marche ale´atoire incluant une possibilite´ d’arreˆt des particules
selon des lois de probabilite´ de Le´vy [3], tandis qu’a` l’e´chelle macroscopique, il se caracte´rise par une
e´quation fractionnaire en temps de la concentration des particules. Les statistiques qui lui sont as-
socie´es sortent du cadre du calcul stochastique gaussien.
Notre travail est fonde´ sur une description des de´placements des particules. Ces statistiques sont a`
la base des grandeurs mesure´es dans les expe´riences de RMN. Notre objectif est la repre´sentation de
certaines observables mesure´es par des me´thodes de ve´locime´trie RMN dans le but caracte´riser les lois
de de´placement des particules de solute´ dans un milieu poreux insature´.
2 Mode`le MIM fractal
2.1 Le mode`le a` l’e´chelle microscopique
A l’e´chelle des particules de fluide, le mode`le que nous utilisons est de´crit par une marche ale´atoire.
C’est vrai pour les particules de fluide et pour les particules de solute´. Pour une marche au hasard,
l’ide´e de reproduire des effets de stagnation revient a` imposer des temps d’arreˆt qui peuvent eˆtre
tire´s ale´atoirement. Il s’agit donc d’introduire une distinction entre le temps pour lequel le marcheur
effectue un mouvement (temps ope´rationnel) et un temps d’immobilite´ qui pourrait eˆtre anormalement
grand. Pour le mode`le MIM fractal, l’e´volution de la position d’une particule de la marche ale´atoire
est donne´e par : {
xn+1 = xn + vτ +
√
2DτNn
tn+1 = tn + τ + τ1/γWn
(1)
Les Nn sont des variables ale´atoires gaussiennes inde´pendantes et identiquement distribue´es, les Wn
formant une suite de variables ale´atoires a` valeurs positives, suivant une loi stable de Le´vy [3] d’expo-
sant γ entre 0 et 1, et de facteur d’e´chelle positive Λ. Ceci signifie que le comportement asymptotique
de la densite´ de Wn est Λt
−γ−1
|Γ(−γ)| . Les parame`tres v, τ et D repre´sentent respectivement une vitesse
d’advection, le pas de temps de la marche et le coefficient de diffusion du milieu. La figure (1) illustre
le de´placement d’une particule de cette marche de la position xn au temps tn a` la position xn+1 au
temps tn+1.
Quand τ → 0, la marche ale´atoire de´crite par l’e´quation (1) converge en loi [4] vers un processus
Fig. 1 – Une etape de de´placement d’un marcheur ale´atoire effectuant (1) : l’advection durant τ et le
saut dispersif instantane´
√
2DτNn, sont suivis d’un temps d’immobilite´ tire´ ale´atoirement
stochastique x(t) donne´ par
x(t) = x0 + vZ(t) +
√
2DB(Z(t)) (2)
Pour les particules de solute´ dans une expe´rience de trac¸age x0 repre´sente l’abscisse de la position
ou` elles sont injecte´es, mais pour les particules de fluide, x0 est une variable ale´atoire uniformement
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distribue´e. De plus B repre´sente le mouvement brownien standard et Z(t) est un processus stochastique
donnant le temps ope´rationnel de la marche au hasard. Les propriete´s du processus Z sont de´termine´es
par les parame`tres Λ et γ qui de´finissent la loi de probabilite´ des Wn. Elles ont e´te´ etudie´es dans [4].
La relation (2) montre que le mode`le est un mouvement brownien subordonne´ en temps (le temps
physique a e´te´ remplace´ par le temps ope´rationnel Z(t)).
2.2 Version macroscopique
Par une proce´dure de passage a` la limite macroscopique, le mode`le MIM fractal donne la densite´ de
probabilite´ des particules de solute´ par la relation suivante [5] :
∂tP = ∂x[∂xD(Id+ ΛI
1−γ
0,+ )
−1P − v(Id+ ΛI1−γ0,+ )−1P ] (3)
ou` I1−γ0,+ est un ope´rateur inte´gral fractionnaire d’ordre 1 − γ, alors que Id est l’application identite´.
Notons ici que (Id+ ΛI1−γ0,+ )
−1P (x, t) repre´sente la densite´ de la phase mobile du solute´ a` la position
x a` l’instant t. Notons aussi que la solution de (3) pre´sente une de´croissance asymptotique en loi de
puissance du temps semblable aux observations rapporte´es dans les expe´riences en milieux poreux
insature´s [2]. Pour γ = 1 l’e´quation (3) donne le mode`le MIM standard avec un facteur de retard Λ
[7]. L’e´quation (3) est valable pour la densite´ de probabilite´ de trouver une particule de fluide en x
a` l’instant t, aussi bien que pour la densite´ de particules de traceur. Cependant, elle est difficilement
utilisable dans le premier cas, a` cause de la re´partition uniforme des particules de`s le debut d’une
expe´rience. A cause des conditions initiales, la densite´ de particules fluides, tre`s peu contraste´e, ne
nous apprend pas grand chose sur Λ et γ. Nous allons voir par contre qu’une fonction des parame`tres
Λ,γ,v,D, me´sure´e directement par RMN renseigne sur ces derniers.
3 Statistiques des de´placements et applications aux mesures par
RMN
3.1 Mesure par RMN des de´placements des particules fluides
Sous sa forme la plus simple, la me´thode d’observation par RMN repose sur l’absorption d’un rayon-
nement e´lectromagne´tique par un noyau atomique expose´ a` un champ magne´tique intense, constant
et uniforme B0. L’e´nergie absorbe´e peut alors eˆtre re´e´mise par le noyau atomique sous la forme d’un
rayonnement e´lectromagne´tique. L’exploitation des caracte´ristiques (fre´quence de pre´cession et temps
de relaxation) de cette re´e´mission constitue le principe de base de la me´thode d’observation. Typi-
quement, l’e´chantillon a` e´tudier est place´ dans un champ magne´tique intense B0 de fac¸on a` lui faire
acque´rir une aimantation nucle´aire. Cette aimantation nucle´aire est coline´aire au champ magne´tique
B0. Une impulsion radiofre´quence permet d’e´carter l’aimantation nucle´aire par rapport a` sa position
d’e´quilibre. C’est le phe´nome`ne de re´sonance qu’on peut re´sumer en disant qu’une faible perturbation,
accorde´e a` la fre´quence propre du syste`me oscillant, interagit fortement avec ce dernier. Le retour a`
l’e´quilibre de l’aimantation se de´compose alors en deux mouvements e´le´mentaires, l’un est un mouve-
ment de pre´cession a` la pulsation ϕB0, ou` ϕ est le facteur gyromagne´tique et l’autre est un mouvement
de relaxation correspondant a` la disparition naturelle de l’aimantation.
En particulier, la RMN renseigne sur les fluctuations de vitesses des particules d’eau dans le mi-
lieu poreux, par la me´thode de ve´locime´trie par contraste de phase. Pour illustrer tre`s simplement
la me´thode, conside´rons une collection de spins de meˆme nature se de´plac¸ant dans un gradient de
champ magne´tique G(t). Le champ magne´tique en tout point x de l’e´chantillon de fluide devient alors
B0 + G(t)x. Ce qui implique que la vitesse angulaire de pre´cession de l’aimantation magne´tique du
spin situe´ en x est donne´e par :
ω(x) = ϕ(B0 +G(t)x) (4)
Il en re´sulte un de´phasage φ(t) acquis au cours de la pre´cession pour ce porteur de spin, qui s’e´crit
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Lorsque G est constitue´ de deux e´troits cre´neaux d’aire a/ϕ en t1 et t2, d’amplitudes oppose´es, on
obtient φ(t) = a(x(t2)−x(t1)) +Cte. En re´alite´, on mesure la moyenne d’ensemble 〈eiaφ〉 qui concerne
toutes les particules a` la fois. On obtient ainsi la moyenne des exponentielles des de´placements des
particules de fluide entre deux instants t1 et t2, c’est a` dire
〈eiaφ〉 = 〈eia(x(t2)−x(t1))〉 (6)
Cette expression est tout a` la fois une grandeur qu’on sait mesurer, et la transforme´e de Fourier
du de´placement des particules fluides entre les instants t1 et t2. Son de´velopppement en se´rie donne
l’ensemble de tous les moments du de´placement des particules. Dans le cadre de (2) , x(t) est le
processus stochastique donnant la position des particules. De ce fait, la phase φ(t) elle-meˆme est un
processus stochastique issu de l’inte´grale de chemin de x(t). Dans le cas gaussien, l’estimation des
statistiques lie´es a` cette phase est classique. Pour un processus x(t) non-gaussien, c’est un proble`me
nouveau qui fait l’objet de ce qui suit.
3.2 Formulation des statistiques observe´es
Compte tenu de la de´finition du processus x(t) donne´e par (2), la quantite´ (6) peut eˆtre e´crite de la
manie`re suivante :
< eia(x(t2)−x(t1)) >=< eiva(Z(t2)−Z(t1)) >< eia
√
2D(B(Z(t2))−B(Z(t1))) > (7)
a` cause de l’inde´pendance statistique entre B(Z(t)) et Z(t) [4]. En utilisant la proprie´te´ d’inde´pendance





Ce dernier re´sultat montre que l’estimation de la quantite´ < eη(Z(t2)−Z(t1)) > constitue l’e´tape princi-
pale pour mode´liser les re´sultats des mesures RMN. D’apre`s [4] cette quantite´ verifie la relation :
< eη(Z(t2)−Z(t1)) >= 1 + η[R(t+ t1) ∗ (Id+ ΛI1−γ0,+ − ηI10,+)−1(Id+ ΛI1−γ0,+ )(1)](t2 − t1), (8)
ou` R(.) de´signe une fonction de Mittag-Leﬄer de´finie par R(t) = E1−γ(−Λt1−γ) avec Eα(z) =∑∞
k=0
zk
Γ(1+αk) et Γ designant la fonction gamma. De plus, l’ope´rateur I
1−γ
0,+ est une inte´grale frac-
tionnaire d’ordre 1−γ, c’est a` dire une convolution de Laplace, dont le noyau est t−γΓ(1−γ) [5], cependant
que les inverses de (Id+ΛI1−γ0,+ ) et (Id+ΛI
1−γ
0,+ −ηI10,+) existent. Au second membre de (8) on observe
donc une convolution mettant en jeu R(.) d’une part, et l’image de la fonction constante unite´ par
l’ope´rateur (Id+ ΛI1−γ0,+ − ηI10,+)−1(Id+ ΛI1−γ0,+ ). Cette convolution doit eˆtre calcule´e en t2 − t1, mais
l’argument de la fonction R(.) doit eˆtre augmente´ de t1.
Cette relation a e´te´ demontre´e dans [4] avec des arguments mathe´matiques. Elle a aussi e´te´ illustre´e
en comparant l’expression (8) discre´tise´e avec la simulation nume´rique de < eia(z(t2)−z(t1)) > le
long de chaque trajectoire d’un grand nombre de marcheurs ale´atoires effectuant (1). Les ope´rateurs
(Id + ΛI1−γ0,+ ) et (Id + ΛI
1−γ
0,+ − ηI10,+)−1(Id + ΛI1−γ0,+ ) pre´sents dans (8) ont e´te´ discre´tise´s selon des
sche´mas de´crits dans [5]. Compte tenu de (7) la relation (8) implique que < eia(x(t2)−x(t1)) > est le
produit de F1 = 1+iav[E1−γ(−Λ(t+t1)1−γ)∗(Id+ΛI1−γ0,+ −iavI10,+)−1(Id+ΛI1−γ0,+ )(1)](t2−t1) par l’ex-
pression analogue F2 = 1−a2D[E1−γ(−Λ(t+t1)1−γ)∗(Id+ΛI1−γ0,+ +a2DI10,+)−1(Id+ΛI1−γ0,+ )(1)](t2−t1)
4 Conse´quences de l’e´quation (8) pour l’interpretation du signal
mesure´ par RMN
Le mode`le stochastique (1) fait intervenir quatre parame`tres qui sont D,v,Λ et γ. Il faut tous les
determiner, mais γ joue un roˆle particulier : c’est lui qui determine la plus ou moins grande me´moire
du milieu. Nous concentrons donc toute l’attention sur lui. Supposons D,v,Λ fixe´s.
Pour determiner le parame`tre γ, on peut repre´senter graphiquement la partie re´elle et la partie imagi-
naire de < eia(x(t2)−x(t1)) >= F1(a, v,D,Λ, γ, t1, t2 − t1)× F2(a, v,D,Λ, γ, t1, t2 − t1) en fonction de a,
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t2 − t1 etant fixe´ comme sur la figure (2). On voit que la partie re´elle oscille faiblement autour d’une
limite lorsque |a| est grand. De plus, cette limite de´pend fortement de γ. Cependant, elle de´pend aussi
de t1 c’est a` dire de l’aˆge du milieu, comme on peut le voir sur la figure (3) obtenue avec γ = 0, 5.
Fig. 2 – Partie re´elle et partie imaginaire de < eia(x(t2)−x(t1)) > en fonction du parame`tre a pour
diffe´rentes valeurs de γ. On a pris D = 1 ,v = 1, Λ = 1
Or, les propiete´s des fonctions de Mittag-Leﬄer indiquent que lorsque |a| est grand, la partie re´elle de
F3 =< eia(x(t2)−x(t1)) > ve´rifie




La distance entre l’asymptote de cette partie re´elle et son maximum donne la valeur de γ.
5 Conclusion
Le mode`le stochastique fonde´ sur la limite hydrodynamique (2) de la marche ale´atoire (1) est une
tentative pour representer les mouvements a` petite e´chelle des particules d’eau, dans un milieu ou`
ces particules peuvent eˆtre immobilise´es pour des dure´es tre`s he´te´roge`nes. Le cas γ = 1 correspond
a` des immobilisations de dure´e identique, mais plus γ est petit, plus la distribution de ces dure´es est
he´te´roge`ne. Ceci est un mode`le qui doit eˆtre confronte´ a` la re´alite´ expe´rimentale, pour cela nous avons
determine´ la valeur de < eia(x(t2)−x(t1)) > qui lui correspond, puisque cette expression est directement
mesure´e dans les expe´riences de RMN pour des valeurs arbitraires de a.
La fac¸on dont ce signal de´pend de t1 pour les grandes valeurs de a doit permettre de de´terminer la
valeur de γ pour un milieu donne´.
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